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HARMONISCHE ANALYSE VAN PERIODIEKE FUNCTIES

1. In dit verslag worden verschillende rekenschema's behandeld voor

de harmonische analyse van periodieke functles, waarvan op een

elndlg aantal aequidistante punten in een periode gegeven zijn de
functiewaarden zelf ofwel de waarden van de integraal der functie
vanat' het begin der periode. Als de gegevens of waamemingen min of'meer afwlj-
ken vande julste waarden (bv. door waarnemingsfouten of door storingen

in de te onderzoeken functie) en deze afwijkingen volgens een of
andere waarschijnlijkheidsdichtheid ziljn verdeeld, wordt de nauwkeu-

righeid van de resultaten onderzocht,

2. Formules.
De volgende eenvoudlg te bewljzen formules zullen worden toege-

rast:
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Rekenschema's volgens (3.4) en (3.5) zijn bekend voor m =

12,24 ,36 en

100, Ter vergelijking met 1n de volgendef%% te behandelen schemat!'s laten

we er hler twee volgen.
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a) Rekenschema voor m = 12 en n S 4,
Na berekening van de grootheden € & S.;af en fg volgens (%.4) volgt:
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- E‘%chmm 's w:tzl’*ims de klasslcke methode, als gegeven zljn de waarden van
de _ raal der fummti@ vanal het begin der perlode.
fngﬂmmati@ f(x) zijn de waarden der integraal F(x) vanaf het begin
3 -
PO 3. _ s =Y/
iode wegeven op de unten x = £ | W o= ’ . o E U ———c .
e L p de punte 1 — k (k = 0,1,2, ;M) met — "
verekening van n harmonischen (ook nu 2n+1 =m+1 nemen we, eveneals

als benadering van f(x)

(ai cos 1 x + b; sin 1 x)

Il
= ¥(xg) +a, x + W {2 sin 1 x + by(1-cos 1x)f

| B
ecn benadering is van F(x).
Dan geld?t:
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vo(xp)= v(x) - Y(x_;)
TR
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De functie y (x)m:ﬁo +—EE: (A{ cos 1 x + By sin 1 X), gedefiniecerd voor
1

de punten x,. = & k (k = 1,2,...,m), 1is eveneens periodiek en is te be-

m
Schouwen als benadering van de functie F(x ) - F(kaj) (k = 1,2,...,m).

cw@fficiﬁnten.ﬁﬁ” A; en B, (L = 1 zjwﬁ.,ng kunnen dus volgens de methode

van § > worden berekend en de grootheid Jk IF(XK)H F(X -1 ) -y (Xk)}
1
dan minimaal. Daarna volgen de coefficienten a ;84 en by (1 = 1,2,...,n)

0
direct uit (4.1):
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5.5chema's volgens een benaderingsmethode, als de functiewaarden zelf ge-
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geven zljn.
De minimalisering van (3.1) volgens de methode der kleinste kwadraten,

hetgeen tTot de vergeliljkingen (5.2) leidt, betekent voor het rekenwerk.,dat
de waarnemingen vermenigvuldigd moeten worden met sinus- en cosinusfunc-
Cles met dezelfde periode als de te berekenen harmonischen. Het aantal
vermenigvuldigingen, dat hiervoor nodig is, is tamelijk groot. Door nu de
exacte sinus- en cosinusfuncties te vervangen door z.g. '"vierkante'! sinus-
en cosinusfuncties of "zeven'", d.w.z. periodieke functies met dezelfde
perlode als de betreffende sinus- en cosinusfuncties, dile echter alleen
kKlelne gehele waarden aannemen (bav. + 2, + 1, 0) terwljl de onderlinge
orthogonalitelt gehandhaafd moet blijven, worden alle vermenlgvuldligingen
teruggebracht tot optellingen, terwijl het aantal delingen hetzelfde blijfcC,
Het rekenwerk blijft dus eenvoudlger. Wel moet voor iledere combinatile
(n,m)-waarden afzonderlijk worden onderzocht hoe de "zeven' het meest ge-
schikt gekozen kunnen worden; dit kan men echter eens en voor al doen.
Aan de eis van onderlinge orthogonaliteit blijkt alleen te kunnen worden
voldaan als n<<m hetgeen in de practijk echter wel het meest voorkomt.
Dit principe 1s voorgesteld door Doodson en Warburg en ulitgewerkt door
Scheen. Doodson en Warburg gebruiken alleen +1 of -1, al naar gelang de
sinus en cosinus positief of negatief zlijn. Scheen voegt ook O toe. In het
volgende laten we ook + 2 en eventueel nog grotere gehele getallen tToe.
De vorm van de volgens dit principe op te stellen schema's 1s daarom nilet
algemeen aan te geven en we zullen de methode nu toelichten aan enkele

voorbeelden.
a) m= 12 en n = 4,

De benadering voor f(x) is
y(x)=2a_  + 1 (a; cos ix + b, sin ix).

1
In tabel 5.a.1. (zile blz. 16) berekenen we met deze formule f(x) voor ieder

basispunt (met f = I(x,).

O0,15...512) direct aflezen, bv.

|

Uit deze tabel kunnen we f£(x,) (k
£(x)y)= a5, - 0,5 a, - 0,5 a, + 2 -0,5 a)+ 0,866025 (b1ﬂb2+b4).
Tabel (5.a.2) geeft de "zeven'" zoals die aan de hand van tabel 5.a.l1. het

meestT geschikt kunnen worden gekozen. Iedere 'zeef!" laat een en slechts

cen coefficlent door.
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Het rekenschema, dat volgens tabel 5.a.2. kan worden copgesteld, 1s het-
e lfdle als dat onder 3a), behalve het laatste stuk, waarvoor in de plaats

Komt
Schema 5.a.3%.
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b)) m = 24 en n = 4,

Op dezelfde wiljze als onder a) bepalen we in tabel 5.b.1. f{x) in de
pasispunten, in tabel 5.b.2. de "zeven'" en het schema 5.b.3. voor de bere-
kening der coefficienten. (Voor tabel 5.b.1. er schema 5.b.3. zle blz.’ ?) »

Tabel 5.Db.

LS B LA L LR TR L IR L R T LERERL L LR R LR TR Y el b s v frleen - WolimielP gy Dol Bk by 4 v k- Y o TR PR AL TR o . Nm Ak e - R LR 2 L A LA o T P sy o R o i vy i L -

I

iiiiiiiiii

" "a, i 42 P42 4T+ 41 0 0 -1 =1 =
' ' L ; : T E ‘ l .- ;

A
+
AY,
-
P,
O
i
}
MO
l
MO
|
Mo
|
)
+
+
o o
-+
AW
é«

: " g | L ? | §

i P

+
-
+
+
1
MO
4
o
1
o
+
Y
+
Y.
KA
™,
*
-
0
=
T
[~
—

t A

I !

1
> O
1-
MO
+

o T o T
=W D -
t o+ 4 4

1§ H

.+.
e
+ +
-+
O -
|
-~ OO
i
l
i
.*C‘) |
+
+
s
T
-

A A - L I L A WP AT R e - B B R L i Ay Y kv M MM 0 E NN W . Wi T L W 4 o D .bri- L Y U e --‘ﬁaﬂ LT I T T SFUMETA P R L R T T NONE R R M o W e e G A M a p s W B e W W Bk v w Bee s g o u f T N = " L] 1w Bor ¥ B R T T L L LN NN BRI, b o i s L Nl NSk e N OWW R e RO Nl T N W b e AT ey - LB s W Wk T mmmmﬁm“mw*.mhm.‘ﬂ.mmmm.wm

6. Schema's veolgens een benaderingsmethode, als gegeven zljn de waarden
van de integraal der functie vanaf het begin der perlode.

Het principe van de 'wierkante" sinus- en cocginusfuncties kan ook in
dit geval volledig worden toegepast. Door het vervangen van vermenigvul-
digen door optellen krijgen we hier een extra voordeel: In het rekensche-
ma kunnen de integraalwaarden zell worden gebrulkt 1.p.v. hun opvolgende
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verschillen, waarvan bij de methode van h 4 moet worden ultgegaan. Omdat

ook in dit geval de vorm van de schema's nilet algemeen 1s aan Te geven,

werken we nu enkele voorbeelden nader uilt.

a) m =24 en n = 3.
De benadering voor F(x)

1e
)+ a_ X +i

Y(x)= Y(x .

L a. sin 1 x + bﬁ_{‘i - cos 1

O

In tabel ©6.a.1. (zle blz.18) berekenen we met deze formule voor leder

interval de toename van F(x) (als F, = F(x,)).

Uit deze tabel lezen we direct af, dat de toename van F(x) in b.v. het
vierde interval, dus F(x,)- F(XB) bij benadering gelljk is aan 0,2018a_+
0,1589a, - 0,0670a, - 0,2357a5 + 0,2071 b+ 0,2500b, + 0,i97¢by.

Kiezen we de 'zeven" als aangegeven in tabel ©.a.2.(zle blz.19) dan
blijkt, dat iedere 'zeefl" een en slechts een coefficlent doorlaatl en we

vinden:

6§2832ao = Fy)y - F,

53,4640, = (F,y,-F )~ (F,og-Fy)-(F 5-Fg)

3,4640a, = (Fuy-F )~ (Fan-Fs)~(Fog-Fiy)+(F g-Fg)+(F 4-F o)
4 2z = (Fgu“FQ)“Q(FQE"F2)+Q($18"F6)“2{F1&"F10)

6,6920b. m~(F25+F1)w(F21+F3)+(F15+F9)+(F13+F1j)
5,46400, == (Fyx+F, )+(F, g+F5)+ 5 7+F7) - (Fy 57F )

19
2 ,82840 "-'-'-.-":---""--»~--~-*(5’25-%~_F‘,l )+(F21+F5)+(F19+F5)“(F1 7+F7)-(F,} 5+F9)+(F1 5+F11 )

(6.a.3.)

5

Uit de vergelijkingen (6.a.3.) volgt dan het rekenschema 0.a .k,
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o
b)) m = 48 en n = 4,
De benadering voor F(

Y(x)= ¥Y(x,) +

{ Fﬁw i éi |
éﬁ <ot

Op dezelfde wijze als onder a) bereke
tabel ©.b.1. voor Hyo-F (hier nict opgenomen) en kiezen de "zeven' als
aangegeven 1n tabel 6.b.2. (zic blz.19)

A

en we volgens deze formule 'n

“u

ledere zeef laat weer cen en slechts een coefficient door volgens de
formules (5.b.3), waaruit het rekenschema 6.b.4%.{ 1le ©1z.20) volgt
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(0.b.3)

Opmerkingen: 1) De rekenschemat's 0.a.4%., en 0.b. 4, useven de cocefficienten
n

W NS S gy e R WY g TR S e

a. en bj zelf en niet, zoals bl]j de klasslieke methode, vis

1
hulpcoefficlenten Ai en Bi'

2) Het rekenwerk 1s vooral in dit geval veel eenvoudlger: min-

der optellen en altrekken, nilet vermenigvuldigen en slechts

enkele malen delen,

(. De nauwkeurigheid van de resultaten bij afwijkinran in het waarnemings-
materiaal,

f.1. Onder zeer algemene voorwaarden wordt in de Waarschijnlijkheidsreke-
ning de volgende stelling bewezen (o0.a. vermeld in het rapport "Harmonic
Analysis of Tidal Phenomena'" door W.L. Scheen):
Stel f(x) is een functie van X en wordt waargenomen voor N opeenvolgen-
de waarden X1 sXosee ., Xy VAN X. Door storingen en/of waarnemingsfouten
worden niet f(xq)y f(xg)ﬁ,.*,f(xm) gevonden, maaf*f(xq)+majf0x2)+awgﬁ*.*3
f(XN}'\" O“*’-Nﬁ waarin Oy Knseea, 04 peschouwd worden als N onafhankeliljke
waarnemingen van 'n stochastische varilabele gf') met gemlddelde 0 en

P R i ol

') Stochastische variabelen worden onderstreept.
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en spreiding ¢°.
Als nu “1(X) Wm(x)@ﬂﬂ.ﬁﬁl(x) linealr - onafhankelijke functies van x

z1ljn en de coefficienten dqfaﬁ,g,.ﬁ& volgens de mwﬁh@dm der klelnste

rﬁ (h) de
daan aan de verge-

wadraten zo bepaald worden, dat de functic

waarnemingen zo goed mogeliljk benadert, dan 1

Gagns M WL et Gl JRENE MG AR G W

11 jkingen

1 . N

Z%w ni =1 2k “h k) ii(X%)+ﬁék b= 1,20,
me T N

Shi >k~ 5h< k) %i(xk)ﬁ

1

of in matrixnotatic (matriees met 1 rijen en kolomme

T q .
S = G G (GT betekent de getransponecerde van G).

Verder geldt:

De coefficienten aﬁ,agg...,mﬁ z1ljn simultaan verdeeld volgens een
l-dimensionale waarschijnlijkheldsdichtheld met gemiddelden &y s8ns .52y
(zijnde de waarden, die de coefficienten zcuden aannemen, als er geen

afwljkingen waren) en met
GQ 8"1

als matrix voor de 2e momenten.

{.2. Om deze stTelllng Tte kunnen toepassen voor de 1in % 3 behandelde rcken-
schema's (het geval, dat de functilewaarden zelf gegeven zijn) moeten we
veronderstellen:
1) De te onderzoeken perlodieke functie wordt exact voorgesteld door de
functiec n
y(x)=2a_ + ;i (a; cos 1 x + b, sin 1 x);
O o 1 1
2) Blj elke waarneming f(xi) treedt een afwijking op, zodanlg, dat allg
:ftxi)"met celijke spreiding § onderling onafhankelljk zijn verdeeld om
nun ware waarden y(xi), Tedere waarneming f@xi):hscmwlt@ beschouwen
als een steekproef ult een verdeling met zemidde lde y(xi) en sSprelding
.3“""‘" .
In ons geval met m waarnemingen van een periodieke functle op acqul-
distante punten in éen periode is, m.b.v. de formules van ﬁg 2, eenvoudlg
te bewijzen, dat de matrix S uit genocemde stelling cen zececr eenvoudlge

gedaante heeft, n.l.

811 = M
Sii s m/2 (l = 2;%5.9@*#.%2{1"—1)
Siy, = 0 voor 1 #h  (i,h =1,2,...,2n+1),

men, waarvan alle elementen bulten

d.w.2. een matrix met 2n+1 rijen en kolon
de hoofddiagonaal 0 zijn. Alle correlatiecoefficienten van de coefficlen-

. * W b #* 2 _ 3 . . " a1 A .
Tten _a__oy_@” 500 o8 s b1 50 @n zijn dus 0 en voor de spreldingen e ldt:

AR

| e
r(al) = ¢\/1/m  en T(af)=C(by)= Ty2/m (1 =1,2,...,n),



““m_“mwﬂm

%
1 e
—{)
F’Lﬁk -
;"__'g
aX =
2l =
c’:lép —
b ¥ =
ndly

ﬁm
D —
—7
b* =
brF =

#""jg

% 3 ﬁ-z,; -, g M‘}“qg o { 3 hmg @E}; b‘u‘
b

zlin slmultaan verdecld met gemiddelden a

Qﬁ fos
en spreidingen 0. 290 ; 0,313 5 0,338 ; 0,410 0,333 0,315 ; 0.
D,810 . 0,41 0.

Vergelljklng der spreidingen:

Klasslicke methode Benaderingsmethode

T(a)) 0,290 0,20¢€
glal) 0,416 0.3
glas) 0,418 0,33¢@
(T(gg) O 41§ .41 §
G(aj) 0,41 e 0.32¢
¥ (b7) 0,41 & 0,31 C
T(b3) 0,410 0,41 6
T(b%) 0,4 T - 0,41 ¢
0 (br) 0,416 0,416
b) m = 24 ¢n n = 4,
De coefficienten: g; = 1/24 s ) .

al = 1/24.5193 (26T, + 2 5:",‘ + 288, + é”i‘“‘ﬁ-a-éﬂi-f- ST,)

al = 1/25,8564 (2 00T+ 2870 + Smrg)

ay = 1/14,4853 (&30 + Tiar)

ay = 1/24 (ESG”{T‘% +SJ“‘G‘€‘LI) o

b = 1/24,5193 (f'nfﬁé + G5 - +ch3 +2 i‘f“du-{-m‘(g 5+2070 ¢)

by = 1/25,8504 (y Y .t 2 0’532 + 217“533)

oI = 1/14 4853 (774 +0'06,)

of = 1/13,8564 0688

¢1Jn simultaan verdeeld met gemiddelden a_; a.; as; Az; 8y Dy byi D33 by

Lo

en spreidingen 0.200°; 0,234 ; 0,22¢; 0,29C; 0,240 ; 0,234 ; 0,220 ;
0329ff; 03293—1




Vergell jking der spreldingen:

Klasslceke methode Benaderingsmethode

T(gz) 0,200 0,200

¢ (al) 0,29F 0,234

g (al) 0,298 0,22

(2% 0,297 0,290

T(aj 0,294 0,24 T

UM(E_*T) 0,29 3 0,25¢

5 (bs 0,29 0,229

T(23) 0,296 0,29J

7o) 0,297 0,290
7.3. Om de stelling van 7.1 te kunnen toepassen voor de in § 4 behandelde
rekenschemats (het geval, dat gegeven zijn de waarden van de integraal der

functie vanaf het begin der periode), moet nog ilets meer verondersteld wor-

den:

1) De integraal, vanaf het begin der periode, van de te onderzoeken perio-
dieke functile wordt exact voorgesteld door de functie

. s*
X + )1 Jff\ai sin 1 x+ bi("%-—cms 1 Y)j (stel Y(xg)m*)
= .

Y(x)= a,

2) We beschouwen niet de integraalwaarden F(xi) , maar de tToenamen

f’“(xi)m F(xi) - F(xi__,] ) als wacrnemingen. Blj elk van deze "waarnemingen'
treedt cen afwijking op zodanig, dat alle [ <Xi) met gelljke spreilding on-
=

ded ing onafhankelijk zijn verdeeld om hun ware waarden y (xi) :

3) De hulpcoefficienten {l_gy Ex_ifg C e _;1}_? gfg - 32:1 z1jn onderling onafhanke-
1ijk verdeeld (dit volgt nl. niet ult het feit, dat de correslatiecoelll-
cienten nul zijn!)

Op dezelfde wijze als in 7.2. vinden we dan

o o | ‘
F(85)= T\Ai/m oen T(AD)= T(B])= T\2/m (1 =1.,2,....n)

Hieruit en uit de vergelijkingen 4.2. en onderstelling 3) volgt voor de

W .ﬁ; ﬁf‘ “&"’ | ﬂ& £
3 , 1 1 2 ™ e s ® - b . ® 9 ® b 2@1 .
Sprelidingen van de coefficlenten a_ 53,3 , s & Do 5 I
GJ(?:.Q) _ U — en 3 (&i)m E(bi)m S — (1 =1,2,..,n)
- T Bl A g i - B ] E
& ym /r'_(”i cos 1 & )
Voor de benaderingsmethode voor dit geval geldt (zie de schemat's van

Wy RAMAL  slmans AEONE  summa M suaan M panay ONITIE  Aams  GRIEE N E abaee M SRENE  ameed

30)
a) m =24 en n £ 3%,

De coefficilenten: =
& & CleE <N ?_O

{0
{

(D
Y,
(i

Ay
|




$

i 2
oy 7

NN DL E Ry N e T W e
spreidingen 0,78 0 ; 1,15 7% 1,150 1,22 d°;
Vergell jking der spreildingent:

S e e 1™ Ao o . - o ,
E‘L lﬂf?li:‘} o L hm e t« [ ih.

A
I=

b) m = 48 en n

De coefficlenten: a_ = r—mpr

(D
|

(0
(I

| £
Ny
1

o)
{

o)
)

E’
|

zlJn simultaan verdeeld met gemiddelden a. &
Sprelidingen 1ﬁTOETﬁ 1,200, 1,12 @, 1,24 07,
1,03 ¢



Vergelljking der spreidingen:

éﬁ}

| O
A e

|

A QA g 4 9 4

| &

=
)

e ™ o, o T T P e T o
| O
A gp !

st e s S S’ o o g St h T—
U
(o

A
| o

¥ AN

1,58 1,630

3
o

7.4. Uit de vergelijking der spreidingen voor de belde methoden volgt,
dat, indien het te verwerken waarnemingsmateriaal groot is, het in beide
gevallen aanbeveling verdient om voor de berekening van lagere harmoni-

schen rekenschema's op te stellen volgens het in de
principe van de '"vierkante" sinus- en cosinusfuncti

oS .



Programma voor de National 31

o
&

L
r.rrr

Harmonligche analyse volgens schema 6.a. 4, (blz.8)

“’”% - 3 4 5 6 7
@.ﬁKa ol ;’F“Eﬂ"zﬁ”a +5.ﬁ+a’ﬁ+x ____%3,%,? +E§+5 +@ﬁ+7
MLA. N.A, N.J.A N.A ALA
(Pr.arg) (Pr.F_) (Pr.F,) {Pr*Fé) (Pr.F,) (Px Fﬁ)
8 e 1 O | 1 12 13 14 15
X +6, -7 +2 -3 +5, =7 “3L b 4 45, 6,47 0 +5,-6,+7
N.A. N.A N.A, N.A. N.A. N.A. N N.A.
(Pr.F. (Pr.F,) (Pr.Fg) (Pr ) (Pr.F,4) (Pr.F..) (Pr.F,,) (Pr F\z)
16 17 13 19 20 2 22 23
+3, -4 X +5,-7 -2, +3 +6, -7 +U4 4 +0 , +T ~2,=3 ~5,+7
N.A N.A N. A N.A, N.A N.A, N.A, N.A
(Pr Foy) (Pr.F,iB) (Pr.Fm) ;'Pv.ﬂm) (Pr F,g) (Pr Fm) (Fr.Fn,) {w.Fw)
24 25 26 27 28 2C 30 3 32 33
~-% -4, -X -5,-6,-7 +1,42,+3, +4 +4 0 0 0 O 0 o
TX T T2 T3 T 5 To
N.A N.A N . ¢
(Pr.F,,) (PP.F23) (Pr.F,y)  (N.P.)
5y
0, R4
T7
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